Prednaska 2

Na zédklade vety sa mdZzeme pozerat’ na derivdcie vektorovych zobrazeni po zlozkdch a teda aj na ich
derivacie vysSich radov, ktoré uz pozndme z predchadzajuceho kurzu. V niektorych tivahach v buducnosti budeme

potrebovat’, aby funkcie, s ktorymi pracujeme, mali vlastnost’, ktord je “trochu’ lepSia ako spojitost’.

 Definicia 2.0.1. )

Nech (X, dy) a (Y, dy) st metrické priestory, zobrazenie f : X — Y sa nazyva rovnomerne spojité na

M C X, akk pre kazdé € > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pre vSetky x;, x, € M plati

dy(x1,x) <6 = dy(f(x1), f(x2)) <e.

r—[Poznémka 2.0.2.] N

Rozdiel medzi spojitost’ou a rovhomernou spojitost'ou (vyplyvajuci zo zmeny poradia kvantifikato-
rov) mozno popisat’ nasledovne: V prvom pripade pri pevne zvolenom € > 0 ndjdend 6 > 0 moZe
zavisiet’ na ¢fisle x, teda s meniacim sa x sa toto ¢islo mdZe menit’. AvSak v druhom pripade vieme uz

ndjst’ 0 > 0 nezdvisiac na vol'be Cisla x, teda také, ktoré vyhovuje vSetkym prvkom danej mnoZiny.

~ Poznamka 2.0.3. ‘

PredovsSetkym si treba uvedomit’, Ze z prave definovanej vlastnosti skutocne vyplyva spojitost’. Obra-
tend implikécia vo vSeobecnosti neplati, t.j. existuje spojita funkcia (na nejakej mnozine), ktora nie je

rovnomerne spojitd.
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Obr. 2.1: Rovnomerna (ne)spojitost’’, funkcie arctan x a e* na mnoZine R.

(a) Kompaktnost’ v R. (b) Kompaktnost’ v R2. (c) Cantorova mnozina.

Obr. 2.2: Kompaktnost’ mnoZin.

~ Problém 2.0.4. ) ‘

Ukazte, ze funkcia

1
f) =~

X

nie je rovnomerne spojitd na zZiadnom intervale (0, a], 0 < a < oo.

Veta 2.0.5.

Spojita funkcia definovand na kompakte je rovnomerne spojitéa.

ESste silnejsi v zmysle spojitosti je nasledujici pojem.
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Obr. 2.3: Kontrakcia.

~{ Definicia 2.0.6.

Nech (X, dy) a (Y, dy) st metrické priestory, zobrazenie f : X — Y sa nazyva Lipschitzovsky spojité

(na X), akk existuje konStanta K > 0 tak, Ze pre vSetky x;, x, € X plati

dy(f(x1), f(x2)) < K dx(x1, x2).

Ak najmenSie mozné K > 1 (= 1) zobrazenie sa nazyva (ne)expanzivne, a ak 0 < K < 1 zobrazenie

sa nazyva kontrakcia.

~ Priklad 2.0.7.}

e funkcie Vx2? + 5, sin x definované na R sd Lipschitzovsky spojité s K = 1
e funkcia x* definovand na R nie je Lipschitzovsky spojitd

e funkcia +/x definovana na [0, 1] nie je Lipschitzovsky spojita

r—[ Problém 2.0.8.}

o Je kazd4 spojita funkcia Lipschitzovsky spojitd a naopak?
e Nijdite diferencovatel’'nu funkciu, ktord nie je Lipschitzovsky spojita.

e Ukazte, Ze f(x) = |x| je Lipschitzovsky spojitd na R.
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Obr. 2.4: Lipschitzovska (ne)spojitost’, funkcia Vx? + 5 a priamky so sklonom |K| = 1, resp. |K| = 1/2; funkcia

1
X3.

Veta 2.0.9.

Nech (X, dx) a (Y, dy) st metrické priestory a zobrazenie f : X — Y je Lipschitzovsky spojité. Potom

j€ aj rovnomerne spojité.

~ Problém 2.0.10. ‘

e Uved’te priklad funkcie, ktord je spojitd na [0, 1] rovhnomerne ale nie Lipschitzovsky.

e Uved'te priklad funkcie, ktord je spojitd na R rovnomerne ale nie Lipschitzovsky.

,—{Veta 2.0.11 (Zovseobecnend Lagrangeova veta o strednej hodnote).}

Nech f : R" — R ma totdlny diferencidl na otvorenej mnozine G C R™. Nech a,b € G su také body,
7e ab C G. Potom existuje bod ¢ € ab, pre ktory

f(b) = f(@) =(Vf(£),b—a) = Vy_,f(£).
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[Veta 2.0.12 (Odhad prirastku zobrazenia).}

Nech f : R — R ma totdlny diferencidl na otvorenej konvexnej mnozine C C R™ a nech

sup [[Vf(x)]| =: K < oo, potom f je Lipschitzovsky spojitd na C (s najmenSou moznou konStantou
xeC

K).

Ako je to s vetou o strednej hodnote v pripade vektorovej funkcie ?

~ Priklad 2.0.13. ]

UvaZujme zobrazenie z problému . Zrejme f'(¢) = (- sin(t), cos(£))! a ||f’(¢1)|| = 1 pre kazdé t. Pre
body a = 0, b = 2n mdme f(b) — f(a) = (0,0). Pre kazdé ¢ € R vSak plati ||f'(£)(b — a)|| = 2, takZe
f(b) — f(a) = £'(£)(b — a) neplati pre ziadne & € R.

\

Tento priklad ma ndzornd kinematicku interpretaciu. Vektorové funkcia f popisuje
rovnomerny pohyb hmotného bodu po kruznici (s jednotkovou rychlost’ ou). Keby platila veta o strednej hodnote,
musela by sa priemernd rychlost’ % rovnat’ okamzitej rychlosti f'(£) v nejakom bode &. To vSak nie je mozZné,

lebo priemernd rychlost’ je nulovy vektor a okamzitd rychlost’ je vSade jednotkova. Veta o odhade prirastku
zobrazenia sa vSak da zovSeobecnit’.

[Veta 2.0.14 (Odhad prirastku vektorového zobrazenia).}

Nech f : R” — R” m4 totdlny diferencidl na otvorenej konvexnej mnozine C c R”, K € R a nech
sup [[f’(x)|| < K, potom f je Lipschitzovsky spojita (s konStantou K).

xeC

Nasledujuca definicia je ndm uZ dobre zndma (fyzikdlne mozZno tito vlastnost’ interpretovat’ tak, Ze bod, ktorého

pohyb funkcia popisuje, nezostdva stit’ ani sa nevracia do polohy, v ktorej uz bol).

 Definicia 2.0.15. |

Nech X, Y st mnoZiny, zobrazenie f : X — Y nazyvame prosté (injektivne), ak plati implikacia:

Y(xi,x € X): (x1 # x2) = (f(x1) # f(x2)).

Uz si vieme predstavit’ injektivne vektorové zobrazenie. Kvoli existencii jednoznacnosti inverzného zobrazenia
vSak potrebujeme trochu iny pojem, definiciu regularnosti zobrazenia.
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 Definicia 2.0.16. )

Zobrazenie f : U ¢ R™ — R" sa nazyva reguldrne (na U), akk jeho derivécia je injektivne zobrazenie
pre vsetky x € U, t.j. Ostrogradského-Jacobiho matica ma plnti hodnost’ ().

VSimnite si, Ze v predchddzajicej definicii nehovorime o tom, Ze gradienty jednotlivych zloZiek zobrazenia su

linedrne nezavislé na U, ale Ze su také parcidlne derivacie daného zobrazenia (vektory).

~ Priklad 2.0.17.

Valec (cylinder)

cos(u)
f(u,v) = |sin(w)|, f:R*> R ueR, ve(-2,2)

v

je regularne zobrazenie. Je toto zobrazenie prosté?

Uvedieme teraz vetu o lokdlnej invertovatel' nosti zobrazenia, ktord je v skutocnosti Specidlnym pripadom vety
o implicitnej funkcii, ktord uvedieme neskor.

[Veta 2.0.18 (Veta o inverznom zobrazeni).]

Nech f : R" — R”" je C* zobrazenie, ktorého Jakobi4n je invertovatel'ny v bode p (f je reguldrne),
potom existuje okolie U obsahujiice bod p tak, ze f : U — f(U) je difeomorfizmus triedy C*, tj.
existuje C¥ inverzia f~! : f(U) — U.
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~ Priklad 2.0.19.)

Majme zobrazenie z R> — R? definované ako

e*cosy
e*siny

F(x,y) = [
Potom Jakobiho matica je
e‘cosy —e*sin
o [ y y}

e‘siny e‘cosy

a determinant

nemoZe byt globélne invertovatel' né.

det(Jp) = e* £ 0 VY(x,y) € R

Z vety 2.0.18, pre kazdy bod p v R?, existuje jeho okolie, kde F je invertovatel'né. V§imnime si, Ze

to ndm nehovori, Ze zobrazenie je invertovatel'né globdlne. Skutocne, ked’Ze F nie je prosté (preco?),

2.1. Krivky

Predstavme si, Ze mnoZina C v rovine alebo priestore je dradhou pohybujiceho sa bodu. Predpokladajme, Ze
sa pohyb uskutoc¢nil v koneCnom Casovom intervale [a, b] a drdha je popisand pomocou spojitého zobrazenia
¢ : la,b] = R", n = 2,3. To kazdému Casovému okamZiku ¢ € [a, b] priradi bod ¢(¢) v rovine alebo priestore
uddvajuci polohu bodu v Case ¢. Trajektéria tohto pohybu potom definuje krivku C = ¢([a, b]).

Aby sme vylicili patologické pripady (napr. Peanova krivka, ktorej parametrizacia vyplni cely Stvorec), bu-
deme poZzadovat’ hladkost’ zobrazenia. PrisluSnd mnoZina bodov je ale obrazom (oborom hodn6t) mnohych pa-

rametrickych zobrazeni. Zavedieme si preto pojem zmeny parametrizcie krivky a budeme Studovat’ vlastnosti,

ktoré sd na vol'be parametrizcie nezavislé.
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Obr. 2.5: Cesta K dana zobrazenim r

~{ Definicia 2.1.1. ] ,

Nech 7 je interval a —co < @ < 8 < oo st jeho 'avy, resp. pravy krajny bod. Cesta v R" je spojité
zobrazenie y : I — R". y(a@) = a,y(B) = b je zaciatok resp. koniec cesty. Ak a = b, cestu volame

uzavreta.

,—[ Definicia 2.1.2.} \

Cestu nazyvame jednoduchou (Jordanovou), akk je prosta.

Predpokladajme, Ze krivku vieme parametrizovat’ dvoma r6znymi zobrazeniami vy, y,, ktoré su spojité a bijek-
tivne, potom sa d4 ukazat’, Ze medzi nimi existuje ’dobré” (bijekcia) zobrazenie 7 také, Ze y; = vy, o 7. Tak nam
nasledujiica definicia ddva moZnost’ reparametrizdcie kriviek. VSimnime si, Ze pri definicnom obore parametri-

zécie sa mozno obmedzit’ napr. na interval (0, 1).

~{ Definicia 2.1.3.) \

Cesty 1 : I1 > R"ay, : I, —» R" st ekvivalentné, akk existuje difeomorfizmus 7 : I} — I, taka,
7e y2(1(t)) = y1(t), pre kazdé ¢t € I;. Triedou ekvivalencie takychto ciest nazyvame krivka. y, o 7

nazyvame reparametrizaciou cesty (krivky) y;.

Reparametrizicie teda urcuju reldciu ekvivalencie na mnoZine vSetkych parametrickych kriviek. Krivkou

vlastne nazyvame triedu ekvivalencie parametrizovanych kriviek voci tejto relacii.

http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MAN3c.html \:|


http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MAN3c.html

Jozer KiSEDAK

Matematicka analyza pre fyzikov lll.

(a) Vektorovd reprezentdcia krivky (b) Diferencia v Case

Obr. 2.6:

Problém 2.1.4.}

Majme dve parametrizécie jednotkovej kruznice y; = (cost,sint), y, = (sint,cost). Ndjdite dife-

omorfizmus T medzi nimi.

Otazkou je, ¢i mdZem pokazit’ reguldrnost’ krivky reparametrizdciou. Odpoved’ ndm ddva nasledujica veta.

Veta 2.1.5.

L ubovol'na reparametrizacia regularnej krivky je reguldrna krivka.

http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MAN3c.html \:|


http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MAN3c.html

Matematické analyza pre fyzikov Ill. o [Simiiine

Oddelenie matematickej analyzy, Version: 6.0
http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MAN3c.html Date: 20. septembra 2023
UMV PF UPJS, Jesenna 5, Kosice Contact: io7zef kicelak@iinie ek


http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MAN3c.html

	Prednáška 2
	Krivky


	2.109: 
	2.85: 
	2.PlayLeft: 
	4.27: 
	3.22: 
	2.73: 
	3.13: 
	3.36: 
	2.19: 
	2.121: 
	3.49: 
	4.14: 
	3.77: 
	3.21: 
	3.PlayLeft: 
	2.51: 
	3.15: 
	3.Reset: 
	2.3: 
	3.24: 
	2.PauseLeft: 
	3.32: 
	3.76: 
	2.PlayPauseLeft: 
	2.63: 
	3.66: 
	2.91: 
	3.47: 
	2.54: 
	3.EndRight: 
	3.11: 
	2.34: 
	2.81: 
	3.100: 
	3.19: 
	3.54: 
	3.101: 
	4.EndRight: 
	3.2: 
	3.71: 
	3.106: 
	2.104: 
	4.35: 
	4.5: 
	2.6: 
	2.17: 
	2.88: 
	2.69: 
	2.29: 
	2.111: 
	2.60: 
	3.62: 
	4.StepRight: 
	4.42: 
	3.104: 
	3.8: 
	4.PlayPauseRight: 
	3.91: 
	3.92: 
	4.50: 
	4.59: 
	3.20: 
	4.30: 
	4.2: 
	4.32: 
	3.3: 
	3.28: 
	2.EndRight: 
	3.37: 
	3.87: 
	2.100: 
	3.72: 
	3.17: 
	4.43: 
	4.Minus: 
	3.4: 
	2.59: 
	anm2: 
	3.103: 
	4.6: 
	4.0: 
	2.98: 
	3.1: 
	3.43: 
	4.8: 
	2.65: 
	2.76: 
	2.49: 
	2.83: 
	3.56: 
	3.69: 
	4.PlayLeft: 
	3.57: 
	4.37: 
	2.117: 
	3.41: 
	3.67: 
	2.95: 
	2.42: 
	3.10: 
	4.71: 
	anm4: 
	3.StepRight: 
	4.4: 
	2.56: 
	3.90: 
	2.87: 
	2.9: 
	4.25: 
	4.EndLeft: 
	4.38: 
	2.79: 
	4.53: 
	2.96: 
	3.5: 
	4.23: 
	2.90: 
	2.EndLeft: 
	3.44: 
	2.2: 
	2.58: 
	4.16: 
	2.123: 
	4.46: 
	2.44: 
	3.23: 
	4.68: 
	3.73: 
	4.78: 
	4.63: 
	2.113: 
	3.EndLeft: 
	2.24: 
	3.99: 
	4.9: 
	2.StepRight: 
	2.48: 
	2.68: 
	4.39: 
	2.53: 
	2.120: 
	2.129: 
	3.35: 
	3.81: 
	2.92: 
	2.36: 
	2.107: 
	2.25: 
	4.41: 
	4.70: 
	3.79: 
	4.10: 
	4.62: 
	3.75: 
	2.82: 
	2.46: 
	2.Minus: 
	3.74: 
	2.118: 
	3.84: 
	2.75: 
	3.27: 
	3.61: 
	3.PlayPauseLeft: 
	2.93: 
	3.98: 
	4.54: 
	2.52: 
	3.46: 
	4.83: 
	2.35: 
	2.14: 
	2.45: 
	2.116: 
	4.55: 
	2.115: 
	3.97: 
	2.70: 
	4.69: 
	3.65: 
	3.86: 
	3.48: 
	3.105: 
	2.62: 
	2.12: 
	2.50: 
	3.70: 
	3.31: 
	4.18: 
	2.110: 
	3.78: 
	4.17: 
	4.76: 
	2.7: 
	2.39: 
	3.6: 
	3.59: 
	4.82: 
	3.26: 
	3.14: 
	2.89: 
	3.33: 
	2.71: 
	2.Reset: 
	4.74: 
	2.PlayPauseRight: 
	4.64: 
	2.16: 
	4.65: 
	2.28: 
	4.29: 
	2.37: 
	4.61: 
	4.80: 
	4.Reset: 
	2.94: 
	4.PlayRight: 
	4.11: 
	4.47: 
	4.66: 
	4.56: 
	4.24: 
	3.7: 
	4.12: 
	4.44: 
	3.42: 
	4.PauseRight: 
	2.114: 
	4.58: 
	2.23: 
	3.9: 
	2.4: 
	3.39: 
	2.41: 
	4.7: 
	2.105: 
	4.34: 
	2.99: 
	2.11: 
	2.0: 
	3.Minus: 
	2.18: 
	2.84: 
	3.51: 
	4.31: 
	2.64: 
	4.57: 
	2.125: 
	2.26: 
	2.40: 
	2.61: 
	4.26: 
	2.106: 
	3.88: 
	2.97: 
	3.96: 
	4.81: 
	3.60: 
	3.93: 
	3.PauseLeft: 
	anm3: 
	2.PauseRight: 
	4.51: 
	3.38: 
	2.102: 
	2.101: 
	2.78: 
	3.83: 
	4.49: 
	2.108: 
	3.94: 
	3.64: 
	4.45: 
	2.5: 
	2.55: 
	2.30: 
	2.72: 
	4.3: 
	4.15: 
	2.21: 
	4.79: 
	2.67: 
	3.StepLeft: 
	2.1: 
	2.27: 
	2.128: 
	4.1: 
	3.45: 
	4.73: 
	4.20: 
	2.33: 
	2.StepLeft: 
	4.13: 
	4.72: 
	2.PlayRight: 
	3.30: 
	3.Plus: 
	2.10: 
	2.38: 
	2.32: 
	2.86: 
	4.PauseLeft: 
	2.119: 
	2.127: 
	2.57: 
	3.16: 
	3.80: 
	3.PauseRight: 
	4.19: 
	2.22: 
	2.13: 
	4.52: 
	3.PlayPauseRight: 
	3.29: 
	3.53: 
	4.PlayPauseLeft: 
	2.43: 
	2.80: 
	3.52: 
	2.31: 
	3.89: 
	2.77: 
	2.66: 
	3.40: 
	3.12: 
	2.Plus: 
	3.63: 
	3.102: 
	4.40: 
	4.48: 
	4.60: 
	3.25: 
	3.0: 
	4.Plus: 
	2.124: 
	2.15: 
	3.68: 
	2.8: 
	2.126: 
	2.74: 
	3.34: 
	3.55: 
	4.36: 
	4.75: 
	2.103: 
	3.50: 
	3.PlayRight: 
	4.StepLeft: 
	4.21: 
	4.77: 
	2.47: 
	3.95: 
	2.112: 
	2.20: 
	3.18: 
	4.67: 
	2.122: 
	4.28: 
	4.33: 
	4.22: 
	3.82: 
	3.85: 
	3.58: 


